Sobre la derivacion de un modelo matematico
representativo del registro contador de 3 bits

Savinelli Roberto Nicoléds
rsavinelli@est.frba.utn.edu.ar

4 de Julio de 2020

1. Introduccion

Partiendo del circuito esquematico de un registro contador de 3 bits representado en la figura 1, se
procede a deducir el modelo matematico que explica el comportamiento del mismo, con el fin de
poder calcular los valores de Qp, Q1 y Q2 para CLK =0y CLK =1 cuando DIN =0y DIN = 1.
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Figura 1: Registro contador de 3 bits

Para lograr tal fin, fue necesario el conocimiento de de herramientas tales como el dlgebra de Boole
y la légica digital, los circuitos secuenciales, los sistemas de representacién numéricos, y el marco
tedrico que la representacién esquematica de circuitos implica.

Con el propésito de que este documento no sea de una extension irrisoria para su cometido, se
omitirdn las definiciones de los conceptos anteriormente mencionados, y se hard la asuncién de que
el lector ha visto, estudiado, o estd familiarizado con los mismos.

Sin mds predmbulo, se procede al desarrollo del modelo.
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2. CasoCLK =o

Denominense, los valores anteriores de los registros, como Qg anteriors Q1 anteriors ¥ Q2 anterior- Y, 10s
valores nuevos de los registros, como Qp, Q1 y Q2.

Independientemente del valor de DIN, para CLK = 0, se mantienen los valores de Qg suteriors
Q1 anteriors Y Q2 anterior, Previamente almacenados en los registros.

Esto es, si previo a pasar de CLK =1 a CLK = 0, los valores de los registros fueran:

Qo anterior = @ Q1 anterior = b Q2 anterior = € (1)

Entonces, los valores de Qp, Q1, y Qo, serfa 4, b, y ¢ respectivamente.

Q=a Q1=b Q=c (2

¢Coémo se lleg6 a esta conclusiéon?

Tomando como segmento ejemplar de la l6gica detrds del circuito al biestable inferior que Qo
comprende, y nombrando a cada componente del mismo de la siguiente manera:

Qo

Figura 2: Flip-Flop JK sincrénico

Se procede a explicar la l6gica detrds de este razonamiento.

2.1. Compuertas Logicas Ay B

Con el fin de simplificar el circuito, analicemos primero, de forma genérica, cémo se comporta una
compuerta légica AND de tres entradas apoydndonos en el esquema de la compuerta B, que toma
como valores de entrada a CLK, DIN y Qg gnterior = a:

CLKk—] -LK-DIN-a
LK >CLK DIN
d

Figura 3: Compuerta Légica AND B

Sabemos que, la funcién producto légico, o funcién AND, es verdadera s6lo cuando todas las
variables de entrada son iguales a 1. Siendo que, en el circuito, las compuertas que toman como
valor de entrada a CLK son de este tipo (con tres valores de entrada), vemos que, el tinico caso en
que CLK - DIN - a es distinto de cero es cuando CLK = DIN = a =1 (véase tabla I en el apéndice
B para mads detalle).



Podemos afirmar, entonces, que con CLK = 0 los valores de salida tanto de A como de B van a ser
iguales a cero sin importar qué valores tomen las otras entradas.

A=0 B=0 (3)

2.2. Compuerta Logica C

Obtenidos A y B podemos proceder a calcular el valor de la compuerta légica C.

Partiendo de la misma premisa que el caso anterior analicemos, primero, cémo se comporta una
compuerta légica OR de dos entradas utilizando la nomenclatura del circuito para con C, siendo
los valores de entrada, de la misma, el valor de salida de A 'y Qq gnterior = a:

A A+a

Figura 4: Compuerta Logica OR C

Sabemos que, la funcién suma légica, o funcién OR, es verdadera cuando alguna de las variables
de entrada es verdadera, o en otras palabras, cuando su valor de verdad es igual a 1.

Entonces, siendo los valores de interés para esta operacién

A=0 QO anterior — @ (4)

por ser, los mismos, los valores que la compuerta C toma como valores de entrada. Entonces:

C=A || Qo anterior
C=0]|la

C=a (5)

2.3. Compuerta Légica D

La compuerta D toma como valores de entrada el valor de salida de C, y el valor negado de la
salida de B, ergo, los valores de caracter necesario para llevar a cabo esta operacién son:

C=u B=0 (6)

Planteando, entonces, la propocién légica de D:

D=C&& ~B
D=a&& ~0
D=a&&1



Observamos en este tltimo paso que, el valor de D, dependera tnicamente de qué valor tome a.
Separando los dos casos posibles tenemos i) para a = 0 entonces, D = 0y, ii) para 2 = 1 entonces,
D=1

Esto es,
D=a (7)

Como Qo anterior = 4,
Qo=D= QO anterior — @ (8)

Comprobando asi que, independientemente del valor de DIN, para CLK = 0, se mantienen el valor
de Qg anterior, previamente almacenado en el registro.

Ahora bien, extendiendo esta demostracién a los dos circuitos Flip-Flop JK sincrénicos restantes que
componen al registro contador de tres bits en estudio, se puede demostrar que los valores nuevos
de los registros se mantienen iguales a los previamente almacenados en los mismos.



3. Caso CLK =1

¢Qué pasaria si, en este escenario, emitiésemos la sefial CLK =1 con DIN = 0?

Para esta interrogante, se propone al lector emular el procedimiento utilizado para el caso en que
CLK = 0 pero, en esta ocasion, utilizando DIN = 0.

¢Y si DIN fuera igual a 1?

Para la resolucién de este caso, y para la confeccion del cuadro 1 se decidié continuar con el enfoque
utilizado para el caso CLK = 0, y tomar los valores desconocidos de Qg anteriors Q1 anterior V Q2 anterior
como 4, by ¢, y en base a ello se calcularon los valores para DIN = 1.

Tomando a los valores nuevos de los registros como Qp, Q1, y Q2, entonces, los valores de las
incoégnitas de cada biestable, en forma genérica, se calculan segtin las operaciones légicas presentes
en el siguiente cuadro:

Registro Operacion légica para la obtencién de su valor

Qo (~Qq anterior)

Q1 [(~Qq) || (Qq anterior)] && [(Qqg) | | (~Qq anterior)]

Qs [(~Qop) 'l (Qy anterior)] && [(~Q1) | | (Qy anterior)] && [(Qp) | | (Q1) I'| (~Qy anterior)]

Cuadro 1: Operaciones légicas para obtener Qg , Q1 y Q2
Nétese como, al igual que lo realiza el circuito, se utiliza el valor actualizado de las variables Q,
Q1, y Qo para realizar las operaciones, y no siempre los iniciales.

Un ejemplo de como aplicar las férmulas presentes en el cuadro 1, y del paso a paso para la
obtencién del valor de los registros pueden verse en el Apéndice A al final del presente documento.

Para explicar y dar fundamento a los resultados obtenidos, se procedera a calcular, de manera
segmentada, el resultado de salida de cada uno de los Flip-Flop JK sincrénicos.

3.1. Primer segmento
Tomando como segmento inicial el inferior, denominando los resultados de salida de cada compo-

nente del circuito esquematico como A, B, C y D (véase figura 5), y siendo los valores de cardcter
necesarios para este primer segmento:

DIN =1 CLK=1 Qo anterior = 4 (1)

Se detalla, entonces, el proceso aritmético llevado a cabo.

Qo

Figura 5: Flip-Flop JK sincrénico primero



3.1.1. Compuerta légica A
Siendo la misma una compuerta légica AND de 3 entradas, DIN, CLK, y ~ Qg anterior, Obtenemos
que el valor de salida de A va ser igual a:
A = (DIN) && (CLK) && (~ Qo anterior)
A=(1) && (1) && (~ a)
A= (~a) (2)

3.1.2. Compuerta légica B

Mismo caso para la compuerta B. Esta es una compuerta l6gica AND de 3 entradas, DIN, CLK, y
Qo anterior- Representando los datos en forma analitica, obtenemos que el valor de salida de B sera:

B = (DIN) && (CLK) && (Qo anterior)
B=(1) && (1) && (a)
B = (a) )

3.1.3. Compuerta légica C

Calculado el valor de salida de la compuerta A, y conocido el valor de Qg suterior, S€ procede a
calcular el valor de salida de la compuerta légica OR C, que toma a los mismos como valores de
entrada:

C= (QO anterior) H (A)
C=(a) |l (~a)

3.1.4. Compuerta légica D

Finalmente, obtenidos los valores de B y C, podemos calcular el valor de salida de la compuerta
l6gica AND que representa D.

Esto es,
D= (C) && (~ B)
D=(1) && (~a)
D= (~a) )
Quedando como resultado de esta operatoria:
Qo = D = (~ Qq anterior) (6)



3.2. Segundo segmento
Para este segundo segmento se denominaron, los resultados de salida de cada componente del

circuito esquematico, E, F, G y H (véase figura 6), y siendo los valores de cardcter necesarios para
este segundo segmento:

CLK =1 Qo anterior = Q1 anterior = b (7)

Se detalla, entonces, el proceso aritmético llevado a cabo.

a |
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Figura 6: Flip-Flop JK sincrénico segundo

3.2.1. Compuerta légica E

Siendo la misma una compuerta légica AND de 3 entradas, ~ Q1 snterior» CLK, Vv Q0 anterior, Obtene-
mos que el valor de salida de E va ser igual a:

E = (N Q1 anterim’) && (CLK) && (QO anterior)
E=(~b) && (1) && (a)
E=(~b) && (a) ®

3.2.2. Compuerta légica F

Compuerta légica AND de 3 entradas, CLK, Qg anteriors V Q1 anterior, €StO €s:
F = (CLK) && (Qo anterior) && (Q1 anterior)
F=(1) && (a) && (b)
F = (a) && (b) ©)

3.2.3. Compuerta légica G

Habiendo sido E calculado previamente, se procede a calcular el valor de G para la compuerta
l6gica OR de 2 entradas, Q1 suterior ¥ E:

G = (E) || (Q1 anterior)
G = [(~ b) && (a)] || b
G =[(~b) || b] && [(a)] || b]
G=(1) && [(a)] || b]
G=(a)]|b (10)



3.2.4. Compuerta légica H
Finalmente, obtenidos los valores de F y G, podemos proceder a calcular el valor de salida de la
compuerta 16gica AND que H representa:
H=(G) && (~ F)
= [(a) [| b] && ~ [(a) && (D)]
[(a) || b) &8 [(~ a) || (~ b)] (1)

Ahora bien, volviendo a la premisa de que:

)
)

H
H

QO anterior = @

Y que, como se ha calculado anteriomente:

Qo =~ Qo anterior:

Entonces:

~ QO = QO anterior

~ QO = QO anterior

Ademas, siendo b representativo de Q1 suterior, €ntonces, queda como resultado de esta operatoria:

Qi=H-= [(N QO)H(Ql unterior)]&&[(QO)H(N Q1 unterior)] (12)

Este cambio en la notacién nos permite utilizar el valor, previamente calculado como valor de salida
Qo, para la obtencion del valor nuevo del registro Q.

3.3. Tercer Segmento
Tomando como segmento final el superior, denominando los resultados de salida de cada compo-

nente del circuito esquemdtico como I, J, K, L y M (véase figura 7), y siendo los valores de cardcter
necesarios para este primer segmento:

CLK =1 QZ anterior — C Ql anterior — b QO anterior — @ (13)

Se detalla, entonces, el proceso aritmético llevado a cabo.

QOanterior

Qlanterior

Figura 7: Flip-Flop JK sincrénico tercero



3.3.1. Compuerta Légica I

Tomando como valores de entrada los valores de Qg snterior ¥ Q1 anterior» €l valor de salida de la
compuerta l6gica que I representa es:

I= (QO anterior) && (Ql Wlfﬂior)
I=(a) && (b) (14)

3.3.2. Compuerta Légica ]

Ahora bien, siendo | una compuerta légica AND con parametros de entrada ~ Q5 suterior, I, ¥ CLK,
entonces:

] = (N Q2 anterior) && (I) && (CLK)
T = (~c) &b (a) &b (b) && (1)
] =(~c) && (a) && (b) (15)

3.3.3. Compuerta Légica K

Para K, compuerta légica AND, con parametros de entrada CLK, I, y Q2 apterior, Obtenemos:
K= (QZ unterior) && (I) && (CLK)
K= (c) && (a) && (b) && (1)
= (c) && (a) && (D) (16)

3.3.4. Compuerta Légica L

Resuelta la compuerta | y conociendo Qj sputerior, para la compuerta légica OR L, que toma los
pardmetros ya mencionados, entonces:

L= (]) || (QZ anterior)
L=[(~c) && (a) && (b)] || (c)

= [(~ ) [] ()] && [(a) || (c)] && [(b) || (c)]
L= (1) && [(a) [| (c)] && [(b) || (¢)]
L= {(a) || (c)] && [(b) || (c)]
L= [(a) && (0)] || (¢) (17)

3.3.5. Compuerta Légica M
Tomando como pardmetros los valores de salida de L y ~ K como entrada, el valor de salida de la
compuerta légica AND M deviene:
M = (L) && (~ K)
= [[(a) && (B)] || (¢)] && ~ [(c) && (a) && (b)]
1 (0)] && [(B) 1] (©)]] && [(~ ) || (~ a) || (~ D)



M = [(a) || (c)] && [(b) || (c)] && [(~a) || (~ D) |[ (~c)] (18)

Resultando finalmente de aplicar un procedimiento anédlogo al utilizado para calcular a en funcién
de Qp en el segundo segmento, y sabiendo que ¢ = Q2 suterior:

Q=M= [(N QO) || (QZ anterior)]&&[("’ Ql) || (QZ anterior)]&&[(QO) H (Ql) H (N Q> anterior)] (19)

Noétese que para este caso se optd por no expandir Q; en su forma

Q1=H-= [(N QO)H(QI anterior)]&&[(QO)ll(N Q1 anterior)]

con el objetivo de no hacer ininteligible la férmula respectiva a Q> ya que, del mismo modo que la
férmula despejada para Q; utiliza el valor obtenido de Q, esta notacién nos permite utilizar los
valores nuevos calculados de los registros que preceden a Q; para este mismo fin.

Véase ademds cémo, para el caso de Qp, se emuld el despeje realizado para utilizar ~ Qy en
remplazo de a en el segundo segmento. Esto es posible debido a que, cada Flip-Flop JK sincrénico
respeta el mismo modelo matemaético, y persigue el mismo comportamiento légico. La diferencia
radica en que, al estar conectadas las salidas de unos a las entradas otros, la expresién del valor del
registro evaluado, ademads, estard condicionado por la légica del precedente.
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Apéndice A

Ejemplo aplicado
Tomemos el valor decimal 5, cuya representacién en binario utilizando sélo 3 bits es 101. En este
caso, al introducir el nimero en los registros obtendriamos que, como punto de partida, tenemos:
Qo anterior =1 Q1 anterior =0 Qo anterior =1
Analicemos el primer registro, tenemos:
CLK =1 DIN =1 Qg anterior =1

Por lo tanto, utilizando el cuadro 1 provisto para el caso CLK = 1, obtenemos que el valor de Qy es:

Qo | (~Qq anterior)
Qo (~1)
Qo (0)

Con el valor obtenido podemos proceder a calcular Qs:

Q1 | [(~Qp) 'l (Qq anterior) ] && [(Qp) | | (~Qq anterior)]
Q1 [(~0) 'l (0) ] && [(0) I | (~0)]

Q1 [(1) 11 (0)]&& [(0) 'l (1)]

Q1 (1) && (1)

Q1 (1)

Y con este, Qy:

Q> | [(~Qp) ! 1(Qy anterior)] && [(~Q1) ! | (Qy anterior)] && [(Qp) ! 1(Q1) ! | (~Q, anterior)]
Q2 [(~0) | 1(1)] && [(~1)| 1 (1)] && [(0) [ I (1) | [(~1)]

Q2 [(1)1(1)] && [(0) | [ (1)] && [(0) I I (1) 1 I (0)]

Q2 (1) && (1) && (1)

Qo (1)

De aqui que los valores de salida sean:

Q=0 Q=1 Q=1

Finalmente, colocamos cada valor de registro en su posicién correspondiente para la representacion
binaria de 3 bits. Esto es, de derecha a izquierda, Qg en la primera posicién, Q; en la segunda y Q>
en la tercera:

Q2 Q1 Qo
1 1 0

Siendo, el ntimero obtenido en binario 110 (ndmero 6 en decimal) que inmediatamente precede al
101.

Con esto, queda ejemplificado y modelizado el funcionamiento del registro contador de 3 bits
para el caso en el que los valores iniciales, de dichos registros, sean los dados al principio de esta
demostracién y, los valores de entrada CLK y DIN, sean iguales a 1.

De manera andloga puede describirse el comportamiento del circuito con el resto de los niimeros
que el registro 3 bits permite.
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Anailisis del limite superior
(Qué pasaria en el caso en que todos los valores anteriores de los registros fuesen iguales a 1 y se
reciban las sefiales CLK = DIN = 1?
Para este caso, los valores iniciales de los registro son:
Qo anterior =1 Qq anterior =1 Q» anterior =1
Y los valores de interés para calcular Qp son:
CLK =1 DIN =1 Qo anterior =1

Aplicando el mismo método utilizado en el ejemplo anterior:

Qo | (~Qq anterior)
Qo (~1)
Qo (0)

Obtenido Qy, se procede a calcular Qj:

Q1 | [(~Qp) 'l (Qq anterior) ] && [(Qp) | | (~Qq anterior)]
Q1 [(~0) I'l (1) ] && [(0) || (~1)]

Q1 [(1) 11 (1) ]&& [(0) 'l (0)]

Q1 (1) && (0)

Q1 (0)

Y, con los valores de Qg y Qy, Q:

Q> | [(~Q) ! 1(Qy anterior)] && [(~Q1) ! | (Qy anterior)] && [(Qp) ! 1(Q1) ! | (~Q, anterior)]
Q2 [(~0) | 1(1)] && [(~0) | I (1)] && [(0) I I (0) | [ (~1)]

Q2 [(1) ()] && [(1) ] (1)] && [(0) I 1 (0) ] I (0)]

Q2 (1) && (1) && (0)

Q2 (0)

Los valores de salida son, entonces:

Qo=0 Q=0 Q=0

Quedando demostrado que, en el caso limite en que los registros almacenen el nimero maximo
permitido por 3 bits, los mismos, vuelve al caso base donde Qp = Q; = Q2 = 0.
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Apéndice B

Cuadro I: Tabla de verdad para la compuerta l6gica AND B

CLK | DIN | a | CLK && DIN && a
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

Cuadro II: Tabla de verdad para la compuerta l6gica OR C

Ala|Alla
oo 0
o1 1
1|0 1
1|1 1
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